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АННОТАЦИЯ
Актуальность. Характеристики потока порошка при транспортировке в рабочую зону прямого лазерного выращивания 
влияют на взаимодействие порошка, лазера и ванны расплава, что напрямую определяет геометрию валика и каче-
ство наплавляемого материала. Управление пространственным распределением потока порошка в зоне обработки 
является ключевым параметром для повышения эффективности и воспроизводимости процесса.
Цель работы — разработка полуаналитического подхода для нахождения траекторий частиц порошка в задаче пря-
мого лазерного выращивания с использованием дискретного струйного сопла.
Методы. Поле скоростей газа-носителя в полупространстве без препятствий, заполненном защитным газом, аппрок-
симируется аналитическим решением уравнения Эйлера. Траектории частиц порошка находятся численным интегри-
рованием уравнения движения, учитывающим силу Стокса.
Результаты. Получены траектории частиц порошка в зависимости от распределения скорости газа-носителя на вы-
ходе из трубочки путем применения точного решения уравнения Эйлера для конкретных параметров частиц порошка 
и газа-носителя, используемых в аддитивных технологиях.
Выводы. В работе представлена элементарная полуаналитическая модель транспортировки частиц порошка в задаче 
прямого лазерного выращивания, на основании которой становится возможным получение пространственного рас-
пределения частиц порошка в зоне обработки.

Ключевые слова: затопленная струя Ландау; взвешенные частицы; прямое лазерное выращивание; аддитивные 
технологии.
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ABSTRACT
BACKGROUND: The parameters of powder flow delivered to the direct laser deposition area affect the interaction of the powder, 
laser, and melt pool, directly determining the bead shape and the quality of the deposited material. Controlling the spatial 
distribution of powder flow in the processing area is key for improving the process performance and repeatability.
AIM: To develop a semianalytic approach to find powder particle trajectories in the problem of direct laser deposition using 
a discrete jet nozzle.
METHODS: The carrier gas flowfield in an unobstructed half-space filled with a protective gas is approximated by an analytical 
solution of the Euler equation. Powder trajectories are determined by numerical integration of the equation of motion based 
on the Stokes’ law.
RESULTS: Powder trajectories are determined by the distribution of the carrier gas velocity at the tube outlet by applying the exact 
solution of the Euler equation for specific parameters of powder particles and carrier gas used in additive manufacturing.
CONCLUSION: The paper presents an elementary semianalytic model of powder delivery in the problem of direct laser 
deposition allowing to obtain the spatial distribution of powder particles in the processing area.
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ВВЕДЕНИЕ
В предыдущей работе авторов [1] было проведено 

теоретическое исследование доставки частиц порошка 
газовым потоком в зону прямого лазерного выращивания. 
Задача решалась в два этапа. Сначала путем решения 
уравнения Навье  –  Стокса, осредненного по Рейнольдсу, 
рассчитывалось поле скоростей газа, вырывающегося 
в ограниченное пространство, заполненное тем же газом. 
Далее интегрировалось уравнение движения частицы 
с учетом силы Стокса, обусловленной найденным полем. 
Таким образом удалось описать траектории частиц порош-
ка в рабочей области. 

В рассматриваемой задаче несущий газ, вырываю
щийся из трубочки или сопла в область, занятую тем 
же газом, представляет собой известную проблему за-
топленной струи. Эта проблема для случая несжимаемой 
жидкости, вырывающейся из начала координат в ту же 
жидкость, была решена Л.Д. Ландау [2]. Обобщение этого 
решения, а также его применение в некоторых приклад-
ных технических задачах описано в [3, 4]. 

Учитывая сказанное выше, в данной работе будет 
рассмотрен полуаналитический подход для нахождения 
траекторий частиц порошка в задаче прямого лазерного 
выращивания. Аналитическая часть будет представлена 
явным решением для затопленной струи невязкой не-
сжимаемой жидкости. Уравнение движения частицы в за-
данной струе, в режиме стоксового обтекания [5], будет 
интегрироваться численно.

Новизной представленной работы является примене-
ние точного решения уравнения Эйлера для конкретных 
параметров частиц порошка и газа-носителя, используе-
мых в аддитивных технологиях. 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ. ДВИЖЕНИЕ 
ЧАСТИЦ ПОРОШКА В ЗАТОПЛЕННОЙ 
СТРУЕ НЕВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ
Поле скоростей идеальной жидкости 

Для определенности будем говорить о трубчатых 
соплах. Направим ось z  вдоль оси одной из трубочек, 
которая сама по себе может быть либо соплом, либо диф-
фузором. Газ-носитель вырывается из трубочки в область, 
заполненную тем же газом. В этой постановке, для дан-
ной трубочки, задача является аксиально-симметричной. 
Поэтому поле скоростей газа u , записанное в цилиндри-
ческой системе координат, имеет только две компонен-
ты ( ) ( )( ), , ,r zu r z u r z=u  и не зависит от полярного  
угла ϕ . 

Для нахождения u  нужно решить стационарное урав-
нение Навье – Стокса 

( )
0 0

,  pη
ρ ρ

∇ − ∆ = −∇u u u 	 (1)

где 0ρ  — постоянная плотность, ( ),p p r z=  — давле-
ние и η  — динамическая вязкость. 

Пренебрежем вязкостью, положив в (1) 0η = . В этом 
случае, как показано в [3], физически правильное реше-
ние уравнения (1) будет иметь вид 

( ) ( )
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2
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где /r zξ =  — автомодельная переменная, константа 
D определяет геометрию сопла: D  <  0 — сужающаяся 
трубка тока — сопло; D > 0 — расширяющаяся трубка 
тока — диффузор. 
Константа D определяется через полный поток массы 
Q  [3], проходящий через поперечное сечение трубочки 
радиусом 0r :

0 02 . Q r Dπρ= 		  (3)

Выражение для давления: 

( ) ( )
2

20
2 2 2

, 1 1 ,  
1

fit
Dp r z p

z
ρ

ξ
ξ ξ

= − + −
+

	 (4)

где 0ρ  — плотность, fitp  — константа. 
Решения (2)–(4) удовлетворяют уравнению Бернулли 

( ) ( ) ( )
2 2

0
, ,

, . 
2

r z
fit

u r z u r z
p r z pρ

+
+ = 	 (5)

При этом для безграничного пространства выполняется 
условие потенциального течения 0∇× =u . И тогда fitp  
одна для всех линий тока. 

Граничные условия для решения (2) – (4): 

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } { }

2
0

20
lim , , , , , 0, , ,  

2

lim , , , , , 0,0, .

r z fit
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∞
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    = −    
 =

	
(6)

Уравнение движения для частицы

Теперь выпишем уравнение движения для частицы 
порошка:

,p D
dm
dt

=v F 		  (7)

где v  — вектор скорости частицы, pm  — масса частицы. 
Сила Стокса 

( )6 ,D prπη= Φ ⋅ −F u v 		  (8)
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где pr  — радиус частицы, которая предполагается сфе-
рической, Φ  — коэффициент, учитывающий поправки, 
зависящие от чисел , ,M Re Kn  [5–7]. 

Отметим, что сила (8), линейная по скорости, кор-
ректно описывает движения частиц при малых числах 
Рейнольдса. Оценку числа Рейнольдса для нашей задачи 
проведем ниже. 

Перепишем (7) для удобства в цилиндрической систе-
ме координат: 

2

2

2

2

1 ,

1 ,

r
p

z
p

d r dru
dtdt

d z dzu
dtdt

τ

τ

  = −  
 


  = −   

		  (9)

где ,r zu u  представлены формулами (2) и было введено 
характерное время для частицы согласно

22 ,
9

p p
p

r ρ
τ

η
=

Φ
		  (10)

где плотность частицы 34/
3p p pm rπρ  =  

 
.

Характерные величины. 
Свойство газа-носителя и частиц порошка 

Введем следующие характерные для процесса прямо-
го лазерного выращивания величины: 0L  — характерная 
длина, 0V  — характерная скорость, 0 0 0/T L V=  — ха-
рактерное время. 

Величине 0 1 L = ñì  будет соответствовать характер-
ное расстояние от выхода из трубочки до рабочей зоны 
выращивания, а величине 3

0 10 /V = ñì ñ  — скорость 
потока газа-носителя на выходе из трубочки в направле-
нии оси z . Таким образом, 3

0 10 c.T −=  
Характерный радиус трубочки 1

0 10r −= ñì .  
Характерное давление на выходе из трубочки 

5 6 2
0 2 10 2 10 / .P = ⋅ = ⋅ ⋅Ïà ã ñì ñ

В качестве газа-носителя выберем аргон. Тогда 
при 300 KT =  и 0p P=  имеем: 3 31,6 10  /gρ

−= ⋅ ã ñì  —  
плотность, 42,23 10  /gη

−= ⋅ ⋅ã ñì ñ  — динамическая 
вязкость. 

Отсюда характерные значения полного потока мас-
сы  (3) 2 2

0 0 0 5 10 /gQ V rρ π −= = ⋅ ã ñ  и величины 

2 20 0 0
0

0
0,5 10 /

2 2g

Q V rD
rπρ

= = = ⋅ ñì ñ .

В качестве материала для частиц порошка выберем 
сталь, типичные значения параметров которой равны: 

210pr −= ñì  — средний радиус, 37,8 /pρ = ã ñì  — 
плотность. 

Определив различные масштабы задачи, можно оце-
нить числа Рейнольдса. 

Отметим, что число Рейнольдса для газа внутри тру-
бочки 3

0 0 / 0,7 10in g gRe V rρ η= = ⋅ , т.е. поток носит 
промежуточный характер — где-то турбулентный, где-то 
ламинарный. 

Для области между соплом и подложкой имеем 
3

0 0 / 7 10out g gRe V Lρ η= = ⋅ , т.е. также имеем проме-
жуточный характер для потока. 

Рассчитаем число Рейнольдса для частицы в потоке 
газа-носителя: 2

0 / 0,7 10p g p gRe V rρ η= = ⋅ . Таким 
образом, 210pRe ≤ . Это означает, что происходит лами-
нарное обтекание частицы. Что оправдывает использова-
ние силы Стокса в (7), пропорциональной первой степени 
скорости. 

Безразмерные уравнения 
Перепишем нужные нам уравнения в безраз- 

мерном виде, выразив все величины в единицах 
( )0 0 0 0 0, , , , .L V T P D

Для поля скоростей идеальной жидкости и давления 
имеем

( ) ( )
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,r zr z

L L
 

= = 
 
   и введены следующие безразмерные 
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2D DD
D V r
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2
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0,8 10gVB

P
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0

02
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L
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Уравнение движения для частицы порошка примет 
следующий вид: 
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где 0/t t T=  — безразмерное время 

и ( )30 0
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9 1,25 10 .
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T L
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Поле скоростей газа-носителя
Вначале построим линии тока векторного поля 
( ) ( ) ( )( ), , , ,r zx z u x z u x z=       u , где x r≡  .

Будем считать, что трубочка представляет собой диф-
фузор, т.е. 0D > . В этом случае поток движется вдоль 
оси z  ( 0zu > ) и линии тока расходятся от нее ( 0ru > ). 

Для исключения расходимости начало отсчета по оси 
струи сместим вглубь трубочки: z z a→ +  , где 0a > .

Пусть газ-носитель вырывается из трубочки радиусом 
0 0,15r = . Расстояние от трубочки до рабочей поверхно-

сти равно ( )2 1 3z z− =  , где 1 0z =  — координата вы-
хода газа из трубочки, а значение 2 3z =  соответствует 
рабочей поверхности. 

Выберем следующие значения коэффициентов: 
10D = , 0,05δ = .

На рис.  1 построен график поля скоростей газа-
носителя. 

Значение скорости газа на оси на выходе из трубоч-
ки равно ( ) ( )( )1 10, 0, 0, 0,5r zu z u z= =   , а на рабочей 
поверхности — ( ) ( )( )2 20, 0, 0, 0,125r zu z u z= =   , т.  е. 
компонента скорости zu  уменьшается. 

0,15±  — зеленые линии, 0,1±  — синие линии, 0,05±  —  
красные линии. Начальные скорости частиц совпадают 
со  скоростью самого потока на выходе из трубочки — 
( ) ( ) ( )1 1 10 , 0 :t x z x= = = ≡ v u u
( ) ( )1 0,05 0,012;0,499x = ± =u , 
( ) ( )1 0,1 0,024;0,497x = ± =u , 
( ) ( )1 0,15 0,036;0,494x = ± =u .

Траектории частиц естественным образом повторяют 
расширяющуюся трубку тока. 

На рис.  2, b построены траектории частиц 
с теми же начальными координатами, что и на рис. 2, a, 
но начальные скорости у всех частиц одинаковы и равны 
( ) ( ) ( )10 0,05 0,012;0,499t x= = = ± =v u .

Такое одинаковое задание начальных скоростей ча-
стиц, ведущее к меньшему разбросу поперечной ком-
поненты скорости, обеспечивает лучшую фокусировку 
пучка. 

Для всех расчетов величина Φ  [см.  текст после фор-
мулы (9΄)] бралась равной единице [5]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе с помощью аналитического решения урав-

нения Эйлера исследована зависимость траекторий ча-
стиц порошка от распределения скорости газа-носителя 
на выходе из трубочки. 

Для частиц порошка были выбраны параметры, ти-
пичные для стали, а газ-носитель представлен аргоном. 
Результаты расчетов показали естественное, с поправкой 
на силу Стокса, совпадение траекторий частиц с линиями 
тока газа-носителя. Показана зависимость расходимости 
пучка частиц от распределения поперечной компоненты 
скорости газа на выходе из трубочки. 

Для понимания возможности дальнейшего обобщения 
используемого подхода на систему трубочек необходимо 
провести сравнения с численными расчетами, а также 
с некоторыми экспериментальными данными. 

Возможно, будет необходимо задействовать анали-
тическое решение Ландау для уравнения Навье  –  Сток-
са [2,  3], а также выйти за рамки приближения Стокса 
в уравнении движения для частиц. На это косвенно ука-
зывает как оцененное выше значение числа Рейнольдса 

37 10outRe = ⋅  [8], так и предварительные расчеты, даю-
щие очень слабую зависимость траектории частицы от ее 
размера. 

В конце отметим, что нами уже применялся ана-
литический подход, связанный с затопленной струей 
Ландау [9, 10], позволивший качественно описать плаз-
менный факел при лазерной сварке с глубоким проплав- 
лением. 

Однако, возвращаясь к оценкам числа Рейнольдса 
и учитывая ограниченность пространства, добавим, 
что количественное описание рассматриваемых процес-
сов, скорее всего, возможно только при использовании 
стохастических уравнений гидродинамики [1, 11, 12].

Рис. 1. Векторное поле скоростей газа-носителя ( ),  u x z .
Fig. 1. Vector field of carrier gas velocities ( ),  u x z .

u(x,z)

x

Траектории частиц
Теперь рассмотрим траектории частиц порошка, вы-

летающих из трубочки. 
На рис.  2, а показаны траектории частиц с разными 

начальными значениями поперечной координаты 1x : 
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Рис. 2. Траектории частиц порошка, вылетающих из трубочки: a — разные начальные значения поперечной компоненты 1x  и соответствующие 
скорости; b — разные начальные значения поперечной компоненты 1x  и одинаковые начальные скорости.
Fig. 2. Powder trajectories for particles ejected from a tube. a, different initial values of the transverse component 1x  and corresponding velocities;  
b, different initial values of the transverse component 1x  and the same initial velocities.
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